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Abstract: Die sog. Gegenformelmethode (GFM) ist ein von I. Tammelo und R. Klinger am Ende der
1960er Jahre entwickeltes syntaktisches Verfahren fiir Systeme der klassischen Logik. Dabei
handelt es sich um einen ,,unverzweigten * Baumkalkiil, der den Entwicklern zufolge die prak-
tischen Anspriiche des Rechtsdenkens erfiillen kann. Der Beitrag diskutiert die logischen bzw.
rechtstheoretischen Vorteile der GFM sowie einige Aspekte ihrer Entstehungsgeschichte. Ein
neuer Addquatheitsbeweis fiir die GFM bzgl. der Aussagenlogik wird formuliert.

1. Einleitung

,,Ich kenne im Augenblick kein Verfahren, das [...], einmal erlernt, so leicht zu beherrschen ist, so tiber-
sichtlich und so wenig aufwendig ist.”“ [CORNIDES 1977, 272]

Die sog. Gegenformelmethode (Eng.: counter-formula method), fortan GFM, ist ein von R. KLINGER und
I. TamMELO am Ende der 1960er! an der Universitit Sidney entwickeltes syntaktisches Verfahren (d.h. ein
Kalkiil) fiir Systeme der klassischen Aussagen- und Pradikatenlogik. Die Methode, die mit der Absicht konzi-
piert wurde, den praktischen Anspriichen des Rechtsdenkens gerecht zu werden,? wurde im Laufe der 1970er
insbesondere von H. SCHREINER, G. MOENS und I. TEBALDESCHI — nebst TAMMELO selbst — weiterentwickelt.
Aus dieser Arbeit sind u.a. auch mehrere Varianten der GFM sowie neue Kalkiile entstanden.? Der vorliegen-
de Beitrag diskutiert die GFM mit besonderem Fokus auf ihre Einordnung als syntaktisches Verfahren in der
Logik (Abschnitt 3) sowie auf ihre Bedeutung in der Rechtswissenschaft (Abschnitt 4), dabei insbesondere in
der Entwicklung der Rechtslogik und als Instrument der juristischen Methodenlehre. Erforderliche Vorkennt-
nisse werden im Abschnitt 2 in Grundziigen eingefiihrt. Abschnitt 3.3 liefert einen neuen Adidquatheitsbeweis
fiir die GFM in Bezug auf die klassische Aussagenlogik.

2. Propadeutikum

2.1. Lukasiewicz-Notation

Obgleich sowohl I. TaAMMELO als auch R. KLINGER Logik urspriinglich in der heute allgemein gebrauchli-
chen, auf PEANO/RUSSEL bzw. HILBERT/ACKERMANN zuriickgehenden Infixnotation gelernt haben [TAMMELO
1974, 384], die TAMMELO in seinen fritheren Schriften noch bevorzugte [TAMMELO 1955, TAMMELO 1959],

Die frithesten Veroffentlichungen der GFM sind wohl die nach einem englischen Manuskript von Ryo TaIRA und HAJIME YOSHINO
ins Japanische tibersetzte Schrift [TAMMELO 1971] sowie [KLINGER 1970] bzw. [KLINGER 1971].

Dies wird wiederholt von deren Entwicklern betont. Vgl. exemplarisch [TAMMELO/SCHREINER 1974, 12; TAMMELO/MOENS 1976,
6; TAMMELO/SCHREINER 1977, 13; TAMMELO 1978a, S. IX; SCHREINER 1979, 118; SCHREINER 1984, 16]; vgl. auch [MORSCHER
1978, 111].

So etwa die kontrakonjunktive Variante der GFM [TAMMELO/MOENS 1976, 86ff.] bzw. die sog. Elminationsmethode [SCHREINER
1978, SCHREINER 1979].
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wird die GFM (ebenso wie die meisten rechtslogischen Abhandlungen der ,,Tammelo’schen Schule) in der
von J. LUKASIEWICZ entwickelten Préfixnotation (mitunter polnische oder LukasiEwicz-Notation) aufgebaut.
Wie schon von der Bezeichnung nahegelegt besteht der Grundgedanke bei dieser Notation darin, dass Opera-
toren nicht wie in der Infixnotation zwischen ihren Argumenten, sondern vor ihnen gesetzt, d.h. nicht infixiert,
sondern préfixiert werden. Diese Notation kann nicht nur mit logischen, sondern allgemein mit allen Arten
von Operatoren, z.B. auch mit einfachen arithmetischen Operatoren verwendet werden. So kann man bspw.
die Addition aus zwei und eins, die in Infixnotation als ,,2+1° formuliert wird, in Prifixnotation durch ,,+21¢
darstellen. Zur Veranschaulichung werden in der folgenden Tabelle mehrere Beispiele angefiihrt.

Infixnotation | 2+1  [@+D=3 [(@+)x2)=6 [ (@+(1x2)=4 ((1+1)+1)+1)=4
Prifixnotation  f+21  [=+213 | =x+2126 =+2x124 =+++11114

Tabelle 1: Infix- und Prifixnotation bei einfachen arithmetischen Ausdriicken

Der augenscheinlichste Vorteil der LukasiEwicz-Notation besteht darin, dass sie keine Klammern bendtigt.
Da die Anzahl von Argumenten jedes Operators festgelegt ist, ldsst sich ohne Klammern stets eindeutig be-
stimmen, welche Argumente zu welchen Operatoren gehdren. So kdnnen Berechnungen bzw. maschinelle
Verarbeitungen von Formeln erheblich vereinfacht werden. Deswegen wird die Préfixnotation (und auch die
invertierte polnische Notation, d.h. die Sufixnotation, die ebenso klammerfrei ist) in vielen Programmierspra-
chen und sonstigen Computeranwendungen (historisch vor allem Taschenrechnern) bevorzugt. Hinzu kommt
der ehedem nicht unerhebliche Umstand, dass die logischen Operatoren in der Lukasiewicz-Notation nicht
durch Pfeile und sonstige Sonderzeichen, sondern durch normale Grofbuchstaben dargestellt werden, sodass
sie ohne Schwierigkeiten mit einer {iblichen Schreibmaschine getippt werden konnten.

Neben diesen Vorteilen wurde KLINGERS und TAMMELOS Entscheidung fiir die polnische Notation durch den
Umstand motiviert, dass viele unter den filhrenden Namen in der damaligen Forschung zur Normen- und
Rechtslogik ebenfalls die Prifixnotation verwendet haben.*

2.2. Klassische Aussagenlogik

Die klassische zweiwertige Aussagenlogik (fortan AL) beschéftigt sich mit den einfachen logischen Bezie-
hungen zwischen Aussagen, d.h. Ausdriicken, fiir die angenommen werden kann, dass sie entweder wahr
oder falsch sind. Sie untersucht, welche Aussagen unter allen Umsténden als wahr gelten miissen (sog. Tau-
tologien) bzw. welche Schlussfolgerungen gezogen werden konnen, wenn angenommen wird, dass gewisse
Aussagen wahr bzw. falsch sind. Ein System der AL kann wie folgt aufgebaut werden.

Zugrunde liegend ist ein vierelementiges Alphabet, d.h. eine Menge von Zeichen #={¢, *, C, ~}. Unter allen
moglichen Zeichenreihen iiber diesem Alphabet wird die Menge WFF der (wohlformulierten) Ausdriicke
(wff) der AL als die Menge aller Zeichenreihen definiert, die die Bedingung erfiillen:

4 [TamMELO 1974, 384] verweist ausdriicklich auf LaymMaN E. ALLEN, Herausgeber der Zeitschrift Modern Use of Logic in Law
(MULL), spiter Jurimetrics Journal (1966—1978), seit 1978 Jurimetrics. Interessanterweise wird im fritheren [ALLEN 1957] die
Infixnotation verwendet. Allerdings werden dann nicht die tiblichen Symbole (Pfeile usw.) verwendet, sondern die Worter ,NOT*
und ,,OR*. Lediglich die Konjunktion wird durch das Zeichen ,,&* dargestellt. Dies deutet auf das bereits erwihnte Problem mit
dem Tippen von logischen Formeln mit tiblichen Schreibmaschinen hin. Bereits im Aufsatz [ALLEN 1959] wird die Prifixnotation
eingesetzt. Hierbei merkt ALLEN an (a.a.O. S. 4): ,,One of the incidental conveniences of the Lukasiewicz notation is that all of the
characters used are available on the ordinary typewriter keyboard.” Die Lukasiewicz-Notation wurde von vielen der damals fiihren-
den Forschern zur Normen- und Rechtslogik eingesetzt, vgl. etwa [KALINOWSKI 1953, PRIOR 1955, ANDERSON 1958, LEMMON 1957].
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1. Das Sternchen (*) wird nur als Index (in beliebiger Anzahl) fiir ¢ verwendet; Uberstriche () werden (in
beliebiger Anzahl) nur auf ¢ bzw. C gesetzt.

2. Kommt das Zeichen C (mit beliebig vielen Uberstrichen) n-Mal (n>0) vor, so kommt das Zeichen ¢ (mit
beliebig vielen Uberstrichen bzw. Indexiert durch beliebig vielen Sternchen) n+1-Mal vor.

3. Wird die Anzahl der Vorkommnisse von C bzw. ¢ (mit beliebig vielen Sternchen bzw. Uberstrichen) in
einer (Teil-)Zeichenreihe durch |C| bzw. || dargestellt, so gilt: Zahlt man |C| bzw. |¢| von rechts nach links
auf, so gilt zu jedem Schritt der Aufzihlung |p[>|C].

Intuitiv entspricht jedes mit n Sternchen indexiertes ¢ jeweils einer atomaren Aussage, etwa:

Q** I ,,Das IR1§2023 findet in Salzburg statt*
[0) I ,,Jannik schreibt schone Texte
@ I ,»Es gibt keinen Corona-Ausbruch in Salzburg im Februar 2023

Tabelle 2: Beispiele fiir Aussagen

Wiederum ist C der Subjunktions- (d.h. Implikations-), der Uberstrich () der Negationsoperator.’ Co****p**
soll sodann den natursprachlichen Ausdruck abbilden: ,,Wenn es keinen Corona-Ausbruch in Salzburg im Fe-
bruar 2023 gibt, dann findet das IRI§2023 in Salzburg statt.“ CoC@ entspricht wiederum dem allgemeingiil-
tigen (tautologischen) Ausdruck ,,Wenn Jannik schone Texte schreibt, dann gilt es: Wenn es nicht der Fall ist,
dass Jannik schone Texte schreibt, dann schreibt Jannik schone Texte.“ Der Ubersichtlichkeitshalber werden
im Folgenden die Kleinbuchstaben p, q, 1, ... als Metavariablen fiir Aussagen verwendet.

Der Grad eines Ausdrucks wird wie folgt definiert: Ein jeder atomarer Ausdruck hat den Grad null. Hat p den
Grad n, dann hat p den Grad n+1. Haben p und q die Grade m bzw. n, dann haben Kpq, Apq, Cpq und Epq
den Grad m+n+1.

Die Semantik (Modelltheorie) von AL lésst sich relativ einfach aufbauen: Eine Funktion £ auf WFF in die
Menge {W, F} (fiir die Wahrheitswerte wahr bzw. falsch) heifit eine (Boole’sche) AL-Wahrheitsbelegung,
wenn sie die Bedingungen erfiillt:

1. B(C): f(Cpq)=W genau dann, wenn S(p)=F oder f(q)=W.

2. B( ): B(p)=W genau dann, wenn (p)=F.

Ein Ausdruck p heifit eine Tautologie, wenn p unter allen moglichen AL-Wahrheitsbelegungen wahr ist. In
diesem Fall schreibt man=a. p. Ein Ausdruck p heifit eine Dyslogie, wenn p unter keiner AL-Wahrheitsbele-
gungen wahr ist. In diesem gilt (wegen B(" )) = aL p. SchlieBlich heift ein Ausdruck eine Amphilogie, wenn
er weder eine Tautologie noch eine Dyslogie ist.®

TAMMELO verwendete in Anlehnung an P. LORENZEN die Termini Subjunktion, Adjunktion, Bijunktion fir die Operationen, die tibli-
cherweise als Implikation, Disjunktion und Aquivalenz bezeichnet werden; Die Negation dieser Operationen nennt er jeweils Kon-
trasubjunktion, Kontraadjunktion, Kontrabjunktion [TAMMELO/MOENS 1976, 2]. Diese Termini basieren auf der auch von TAMMELO
adoptierten Lorenzen’schen Vorstellung eines sog. Protologischen Kalkiils, der als eine lediglich konstruktivistisch-syntaktische, von
semantischen Uberlegungen befreite Basis fiir den Aufbau der Logik dienen sollte [LORENZEN 1955]. Spiter schlug TAMMELO noch
die Bezeichnung Nektor fiir logische Operationen. Implikation, Disjunktion, Konjunktion und Aquivalenz wiren dementsprechend
jeweils als I-nektor, A-nektor, O-nektor und E-nektor zu bezeichnen; TAMMELO schlug auch neue Symbole fiir diese Operationen vor
[TamMELO 1978b]. AuBerdem modifizierte er in den 1970er Jahren (bereits in [TAMMELO 1971]) die tibliche LukasiEwicz-Notation
dadurch, dass er den Negationsoperator N durch den Uberstrich (™), was wohl auf Einfluss durch [HILBERT/ACKERMANN 1928] zu-
riickzufiihren ist. Dadurch konnte die Lange der Formeln wesentlich gekiirzt werden. Das N wird noch verwendet in [TAMMELO 1964]
sowie in [TAMMELO 1969] und sogar in [TAMMELO/KLINGER 1974]. KLINGER verwendet das N sowohl in [KLINGER 1969] als auch in
[KLINGER 1971]. Vgl. hierfiir auch [TaMMELO 1974].

Dyslogie und Amphilogie gehoren auch zu den von TAMMELO eingefiihrten Neologismen.
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Die tibrigen gewohnlichen logischen Operatoren lassen sich wie folgt definieren:

Operation Definition Natursprachliche Deutung
Konjunktion Kpq = Cpgq »p und g

Adjunktion (Disjunktion) Apq = Cpq ,»p und/oder q“

Bijunktion (Aquivalenz) Epq = KCpqCqp ,,p genau dann, wenn q“

Tabelle 3: Definition weiterer logischer Operatoren

3. Logische Aspekte der GFM

Die GFM ist ein syntaktisches Verfahren. Das bedeutet im Allgemeinen, dass sie allein anhand syntaktischer
Transformationen, d.h. grob formuliert allein durch das Operieren mit der duflerlichen Erscheinung von Zei-
chenreihen (im besten Falle) darauf zielt, zu bestimmen, zu welcher der oben durch semantische Uberlegun-
gen definierten Kategorien (Tautologie, Dyslogie, Amphilogie) ein jeweils gegebener AL-Ausdruck gehort.

3.1. Aufbau der GFM

Die GFM besteht aus einer Menge von Regeln, die die Ableitung neuer Ausdriicke aus einem gegebenen
Ausdruck ermdglichen. Ziel der GFM ist es, durch die Anwendung dieser Regeln zwei sich widersprechende
Ausdriicke abzuleiten. Die Beziehung zwischen solchen Ausdriicken wird Formel-Gegenformel (F-GF) ge-
nannt. Dabei gilt: Ist p eine Formel, dann ist p die entsprechende Gegenformel. Die Regeln der GFM werden
in der folgenden Tabelle dargestellt:

Umschreibungsregeln Zerlegungsregeln
(CD) Cpq = Apq (AD) Apq = Kpq (RP=p (R4) ApKqr = Apq, Apr
(ED) Epq = KApgApq | (KD) Kpq = Apq (R2) App = p (R5)Apq,p = q
(CD) Cpq = Kpg (ED) Epq = KApgApq | (R3)Kpq=p,q | (R6) Apq, Apr = Aqr

Tabelle 4: Die Regeln der GFM

Hinzu kommt eine sog. Positionsumordnungsregel, die es erlaubt, die Glieder einer Disjunktion beliebig um-
zutauschen, solange dabei die Definition des wohlformulierten Ausdrucks beachtet wird. Der Ubersichtlich-
keit halber wurden auf der Tabelle die Regeln R1, R2, RS und R6 lediglich in ihren einfachsten Sonderfillen
dargestellt. Es ist wichtig, zu beachten, dass R1 und R2 auch auf einzelnen Teilausdriicke angewendet werden
konnen. R5 und R6 sind wiederum allgemeine Regeln fiir die Reduktion bzw. Kontraktion von Disjunktionen.
So kann z.B. aus AApqr und p durch RS der Ausdruck Aqr gewonnen werden.

Ein Ausdruck p wird durch die GFM getestet, indem die Regeln der GFM auf p angewendet werden. Ein
solcher Test ist abgeschlossen, wenn er erfolgreich ist oder spétestens, wenn keine Regel der GFM auf p oder
auf einen aus p im Rahmen der Anwendung der GFM abgeleiteten Ausdruck q anwendbar ist. Ein Test heifit
erfolgreich, wenn zwei Ausdriicke q und q abgeleitet werden, d.h. wenn eine Relation Formel-Gegenformel
(F-GF) hergestellt wird. Ist ein Test durch die GFM fiir p erfolgreich, dann ist T ein Theorem der Gegenfor-
melmethode. In diesem Fall schreibt man gpy p.
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3.2. Die GFM als Baumkalkiil

Aufgrund ihrer Struktur kann die GFM als eine Form von Baumbkalkiil betrachtet werden. Insbesondere weist
sie starke Ahnlichkeiten mit der Methode der analytischen Tableaux R. SMULLYANs (fortan ATS) auf.” Al-
lerdings mit der Besonderheit, dass der generierte Baum aus einem einzigen Ast besteht — um Lorenzens
Ausdrucksweise zu benutzen, ist der Baum unverzweigt. Es ist daher angebracht, die GFM mit den ATS zu
vergleichen.

Die Methode der ATS enthilt zwei Regeltypen, ndmlich A- und B-Regeln. Bei einer A-Regel werden zwei
Ausdriicke o, und a, aus einem Ausdruck a im selben Ast abgeleitet. Bei einer B-Regeln entsteht wiederum
eine Verzweigung: Zwei Ausdriicke B, und 8, werden aus einem Ausdruck B jeweils in einem Ast abgeleitet.
Dabei gilt:?

a a, 0, B B, B,
PAq P q ~(pAq) ~p ~q
~(pVq) ~p ~q pVq P q
~(p—q) p ~q p—q ~p q
P

Tabelle S: a- und p-Ausdriicke

Durch die Anwendung dieser Regeln auf einen AL-Ausdruck entsteht ein Baum mit einem oder mehreren
Asten. Ein Ast wird geschlossen, wenn in ihm sowohl ein Ausdruck p als auch ~p in diesem Ast abgeleitet
werden. Dies wird in diesem Ast mit einem ,,X* gekennzeichnet. Ein Baum heil3it geschlossen, wenn all seine
Aste geschlossen sind; sonst ist der Baum offen. Ist der fiir einen Ausdruck ~p erzeugte Baum geschlossen,
dann ist p ein Theorem der ATS. In diesem Falle schriebt man  ars p.

Zur besseren Veranschaulichung beider Methoden zeigt Tabelle 6 unten den Beweis einer aussagenlogischen
Tautologie als Theorem sowohl der GFM als auch der ATS. Die jeweils angewendeten Regeln werden rechts
von den abgeleiteten Ausdriicken in kursiver Schrift angegeben.

Sieht man vom Notationsunterschied ab, sind die zwei Beweise recht dhnlich. Der erste wesentliche Unter-
schied besteht darin, dass nur die GFM Umschreibungsregeln einsetzt, was den Beweis betrédchtlich linger
macht. Dies konnte umgangen werden, wenn man Kategorien von Regeln wie bei den ATS definieren wiirde.
In der Tat lassen sich alle A-Regeln der ATS aus R1 bzw. aus Kombinationen von R3 mit den Umschreibungs-
regeln der GFM wiedergewinnen: Die erste bzw. die vierte Zeile der Tabelle 5 entspricht schon direkt der
Regel R3 bzw. R1 der GFM; die zweite ergibt sich aus R3 mit AD; die dritte aus R3 mit CD. Auf diese Weise
konnten im GFM-Beweis die Zeilen (17), (2°), (6’) und (9°) unterdriickt werden.

Der zweite wesentliche Unterschied besteht wiederum darin, dass nur die ATS Regeln beinhalten, die zur
Entstehung mehrerer Aste fithren (B-Regeln). Dies passiert im ATS-Beweis auf der Zeile (6); hier sind die
abgeleiteten Ausdriicke B, und B, jeweils ~((p—p)—p) bzw. ~1. Letzterer fiihrt zur sofortigen SchlieBung des
entsprechenden Asts, da r bereits auf Zeile (4) abgeleitet wurde. Der Beweis wird sodann auf dem Ast mit
~((p—p)—p) fortgefiihrt. Beim GFM-Beweis war diese Verzweigung nicht nétig, weil RS den direkten Uber-
gang von ACCpppr und r auf CCppp (d.h. ~((p—p)—p)) ermdglicht hat (vgl. Zeile (5°)).

7 SMuLLYANS Baumkalkiil wurde in [SMULLYAN 1968] verdffentlicht, ist also sicherlich dlter als die GFM. TaMMELO und KLINGER
scheinen SMuLLYANS Werk nicht gekannt zu haben. Als Inspirationsquellen fiir die GFM verweisen sie ausdriicklich auf BETHS se-
mantische Tableux [BETH 1962] sowie auf [JEFFREY 1967]. Allerdings basiert JEFFREYS Baumkalkiil, wie vom Autor selbst im Vorwort
des soeben genannten Werks zugibt (vgl. a.a.0. S. IX), teilweise auf Ideen von SMULLYAN.

Hier wird die von SMULLYAN adoptierte Infix-Notation verwendet: Die Zeichen ~, A, V und — entsprechen jeweils den Zeichen ~, K,
A, C.
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Die beim GFM-Beweis nicht verwendeten Regeln R2, R4 und R6 sind auch mit der Vermeidung von Ver-
zweigungen verbunden: R2 vermeidet die Entstehung neuer Aste in einem trivialen Fall. R4 und R6 dienen
der Vorbereitung fiir die Anwendung von RS.

GFM ATS
CAKCCppprrAAKrqCpap ~((((p=p)=P)A)V~1)=>(((rA~q)V(p=q))V~P)

(1) CAKCCppprrAAKIGCpqp GF (1) ~(~((((p=p)=p)AD)V~1)~>(((rA~q)V(p—q))V~P))

(1") KAKCCppprrAAKrgCpagp CcD-(1)

(2) AKCCppprt R3-(1) | (2) ~((((p~P)—=P)Ar)V~T) A

(2") KKCCppprr AD-(2)

3T R3-2) | 3)~~r A(2)

®r RI-(3) ®r A3

(5) KCCpppr R3-2) | (5) ~(((p—>p)—p)Ar) AD)

(5") ACCpppr R3-(5)

(6) CCppp R5-(457) | (6)~((p—p)—P) B(5) | ~r B(5)

(6") KCppp CD-(6) X4

My R3-(6) | (7)~p A6)

(8) Cpp R3-(6) | (8)p—p A6)

(9) AAKrqCpgp R3-(1) | (9) ~((rA~q)V(p—q))V~p A@)

(9) KAKrqCpqp AD-(9)

(10)p R3-(9) | (10) ~~p A10)

11 p R1-(10) | aDp A(11)

F-GF - (7-11) X(7)

Tabelle 6: Beweis eines Theorems mit der GFM und mit den ATS

3.3. Ein neuer Adiquatheitsbeweis fiir die GFM

Selbst mehrere Jahre nach ihrer Konzeption wussten die Entwickler der GFM noch nicht mit Sicherheit, ob
es sich dabei um ein addquates Verfahren handelt oder nicht [TAMMELO/SCHREINER 1974, 12]. Ein erster Voll-
standigkeitsbeweis wurde bereits im Jahre 1974 skizziert und in [LORENZEN 1977] verdffentlicht (derselbe
Beweis wird auch in [INHETVEEN 1978] dargestellt). Bei diesem Beweis wird aufgrund der Umschreibungsre-
geln zunéchst angenommen, dass alle Ausdriicke nur aus Konjunktionen und Disjunktionen zusammengesetzt
werden konnen. Dies ist zwar formal korrekt, hat allerdings den Nachteil, dass dies nicht der {iblichen Hand-
habung der GFM entspricht. Hier wird ein alternativer Beweis angefiihrt, der neben LORENZENS Ideen auch
die strukturellen Ahnlichkeiten zwischen der GFM und den ATS zunutze macht. Die Argumentation basiert
grofitenteils auf SMULLYANS eigenem Adédquatheitsbeweis fiir die ATS [SMULLYAN 1995, 25ff.]. Um den Be-
weis zu vereinfachen, wird im Folgenden aulerdem angenommen, dass die Regel R4 durch eine entsprechen-
de Umschreibungsregel R4’: ApKqr = KApqgApr ersetzt wird, woraus man mit R3 sofort R4 wiedergewinnt.
Zu zeigen ist, dass die GFM in Bezug auf die AL-Semantik addquat ist, d.h. erstens: Wenn ein Ausdruck p ein
Theorem der GFM, dann ist er eine Tautologie der AL; sowie zweitens: Wenn ein Ausdruck p eine Tautologie
der AL ist, dann ist er ein Theorem der GFM, kurz:
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1. Wenn tgpyv p, dann = aL p (Korrektheit).
2. WennFaL p, dann ey p (Vollstindigkeit).

3.3.1. Korrektheitsbeweis

Man nehme - gpy p an. Dann wird p erfolgreich durch die GFM getestet, d.h. die Anwendung der Regeln der
GFM auf p fiihrt zur Herstellung einer Relation F-GF (vgl. oben Abschnitt 3.1). DamitF= . p nicht gilt, muss
es cine AL-Wahrheitsbelegung £ geben, sodass A(p)=F bzw. f(p) = W. Sind nun q,, Ay -+ die Ausdriicke,
die im Rahmen eines (evtl. nicht abgeschlossenen) GFM-Tests fiir einen Ausdruck p abgeleitet wurden, dann
gilt: Wenn eine AL-Wahrheitsbelegung S, die all die in p vorkommenden atomaren Aussagen beriicksichtigt,

dem Ausdruck 91 den Wert W zuweist, dann weist sie konsequent auch den Ausdriicken ) den

Ay -+
Wert W. Beweis: Angenommen ﬂ(q(l)):W‘ Der Ausdruck Az entsteht aus a4 durch die Anwerid)ung ent-
weder einer Umschreibungs- oder einer Zerlegungsregeln. All diese Regeln haben die Form I' = A, wobei I
und A (meist einelementigen) Mengen von Ausdriicken sind. In allen Fallen gilt: Wenn f(I')=W, dann auch
B(A)=W.° Denn die Umschreibungsregeln entsprechen bekannten Tautologien bzw. Interdefinitionsmustern
zwischen den Operatoren. Auch fiir die Zerlegungsregeln kann dies sehr leicht gezeigt werden. Haben z.B.
bei Regel R5 die Ausdriicke Apq und p den Wert W, dann muss auch der Ausdruck q den Wert W haben; denn
sonst konnte Apq wider Annahme nicht den Wert W haben. Per Induktion ldsst sich sodann zeigen, dass alle
Ausdriicke 4oy diap - den Wert W unter einer AL-Wahrheitsbelegung f annehmen, wenn ,B(q(l)):W. Gilt
nun, wie oben angenommen, gpv p, dann kann keine AL-Wahrheitsbelegung f allen Ay A3y - den Wert
W zuweisen; denn die Anwendung der GFM auf p, d.h. 4 hat zur Herstellung einer Relation F-GF unter den
Ay Yy -+ geflihrt. Somit kann modo tollente ), d.h. p nicht den Wert W unter einer AL-Wahrheitsbelegung
f annehmen. Daher muss, wenn gry p gilt, eine Dyslogie bzw. p eine Tautologie sein, d.h. es giltFaL p.

3.3.2. Vollstindigkeitsbeweis

Man nehme F A p an. Damit  gry p nicht gilt, muss der Test fiir p durch die GFM ohne Erfolg bleiben. Dass
dies unmoglich ist, ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz:

Hilfssatz 1: Ist 2= {q(l), Aoy ...} die Menge aller Ausdriicke in einem abgeschlossenen, nicht erfolgreichen
Test eines Ausdrucks p durch die GFM, dann sind alle Ausdriicke in X (inklusive p) gemeinsam erfiillbar,
d.h. es gibt eine AL-Wahrheitsbelegung S, unter der alle Ausdriicke in X den Wahrheitswert W {ibernehmen.

Diese AL-Wahrheitsbelegung £ wiirde also p den Wert W zuordnen, sodass wider Annahme F=aL p nicht
gelten kann. Hilfssatz 1 ergibt sich sofort aus den zwei folgenden Hilfssétzen.

Hilfssatz 2: Ist 2= {q(l), dpp ...} die Menge aller Ausdriicke in einem abgeschlossenen, nicht erfolgreichen
Test eines Ausdrucks p durch die GFM, so kann X auf eine sog. HINTIKKA-Menge X’ erweitert werden.

Hilfssatz 3 (HINTIKKA-Lemma): Ist M eine HINTIKKA-Menge, dann sind die Ausdriicke in M gemeinsam er-
fiillbar.

Mit diesen drei Hilfssdtzen hat man: Wenn — gry p nicht gilt, dann gilt auch =L p nicht. Per Kontraposition
erhélt man den gesuchten Vollstindigkeitssatz.

Beweis des Hilfssatzes 3: Eine Menge M von AL-Ausdriicken heifit eine HINTIKKA-Menge, wenn sie die
folgenden Bedingungen erfiillt:

B1: Ist p ein atomarer Ausdruck, dann enthélt M nicht sowohl p als auch p.
B2: Ist ein a-Ausdruck in M, dann sind auch o, und a, in M (vgl. oben Tabelle 5).
B3: Ist ein B-Ausdruck in M, dann ist 3, oder f3, in M.

®  Damit ist gemeint, dass fiir alle Formel r in " (bzw. A) B (r)=W.
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Angenommen, M ist eine HINTIKKA-Menge. Eine AL-Wahrheitsbelegung £, so dass #(M)=W, kann wie folgt
per Induktion nach dem Grad der Ausdriicke konstruiert werden: Ist p ein atomarer Ausdruck in M, dann setze
man fB(p)=W; ist wiederum p in M, dann setze man fS(p)=F. Ist nun p ein Ausdruck n-ten Grades (n>1) und
iibernehmen alle Ausdriicke vom Grad n-1 in M unter f den Wert W, dann gilt: p ist entweder ein a-Ausdruck
oder ein B-Ausdruck. Ist p ein a-Ausdruck, dann sind nach Annahme auch a, und a, in M; und weil o, und
a, konsequent einen kleineren Grad haben als o, gilt bereits f(a,)=W und f(a,)=W. Damit gilt aber auch
Ba)=W, d.h. B(p)=W. Ist p wiederum ein f-Ausdruck, dann ist nach Annahme entweder 8, oder 3, in M;
und weil B, und B, konsequent einen kleineren Grad haben als B, gilt auch bereits A(3,)=W oder B(B,)=W,
je nachdem welches von beiden in M enthalten ist. Dann ist aber auch #()=W, d.h. f(p)=W. Somit erhalten
alle Ausdriicke in M durch f den Wert W, M ist also erfiillbar, was zu beweisen war.

Beweis des Hilfssatzes 2: Zu zeigen ist, dass X stets auf eine HINTIKKA-Menge erweitert werden kann. Weil
¥ nach Annahme die Menge der Ausdriicke in einem nicht-erfolgreichen Test durch die GFM ist, erfiillt X
bereits die erste Bedingung B1. Ferner konnen, wie bereits oben erwéhnt, alle A-Regeln von ATS durch die
Kombination von Regeln der GFM wiedergewonnen werden. Ist also ein a-Ausdruck in X, so sind auch die
Ausdriicke o, und o, in X. ¥ erfiillt somit auch B2. Demgegeniiber ist B3 nicht immer erfiillt. Damit X zu
einer HINTIKKA-Menge erweitert wird, muss X also durch diejenigen Ausdriicke B, oder B, ergéinzt werden,
die nicht abgeleitet wurden. Diese Ergéinzung darf indes nicht zu einer Verletzung der anderen Bedingungen
fithren.

Wegen der Umschreibungsregeln und allenfalls der Positionsumordnungsregeln kdnnen alle f-Ausdriicke in
X auf die Form |A| |7 ., el
eine Reihe von n+1 Vorkommnissen von ggf. mit einem Uberstrich markierten atomaren Ausdriicken r ist. Ist

gebracht werden, wobei |A| eine Reihe von n>1 Vorkommnissen von A und |z

z einer dieser Ausdriicke, so ist es zwischen vier Féllen zu unterscheiden:

1. Die entsprechenden Ausdriicke 3, oder B, sind bereits in X. Dies kann passieren, wenn sie aus einem
a-Ausdruck abgeleitet wurden oder etwa dann, wenn R5 [Apq,p = q] auf z angewendet werden kann. In
diesen Fillen ist die dritte Bedingung bzgl. z bereits erfiillt.

2. B, oder B, sind nicht in X, aber R6 [Apq, Apr = Aqr] (aber nicht R5!) kann auf z angewendet werden.
Dann ist weder der jeweilige p noch p in X (sonst wire R5 anwendbar). In diesem Fall ist £ mit p oder p
zu erginzen und die einschlagigen GFM-Regeln sind anzuwenden. Mit RS wird man die jeweiligen Aus-
driicke P, oder B, fiir die entsprechenden B-Ausdriicke gewinnen konnen.

3. P, oder B, sind nicht in X und weder R5 noch R6 sind auf z anwendbar. Dann gibt es keinen Ausdruck q
der Form [A| |z| ., (mit n>0) in X, so dass r, in z und T, in q ist (sonst wire RS oder R6 anwendbar). Dann
ist X der letzte Ausdruck in der Reihe |z| ., hinzuzufligen.

In den letzten zwei Fillen miissen die fehlenden Ausdriicke B, oder B, hinzugefligt werden, wodurch zwar B3

erfiillt wird, man allerding den Verdacht erheben kdnnte, dass dabei B1 verletzt werden kdnnte. Dass es nicht

dazu kommt, ldsst sich durch die folgenden Erwigungen zeigen: Sei u der erste auf die oben beschriebene

Weise hinzugefiigte Ausdruck. Damit die Hinzufligung von u zur Verletzung von B1 fiihrt, muss es einen ato-

maren Ausdruck v geben, sodass aus der Ausdrucksmenge Y, U {u} durch die GFM-Regeln v und v abgeleitet

werden konnen. Weil X die Menge der Ausdriicke eines abgeschlossenen, nicht erfolgreichen GFM-Tests ist,
kann dies nur passieren, wenn entweder (1) einer der Ausdriicke v oder V bereits in X war und der andere aus
> U {u} abgeleitet wird; oder wenn (2) beide Ausdriicke v und v aus YU {u} abgeleitet werden. Weil es stets
nur um B-Ausdriicke geht (die Ableitungen mittels a-Ausdriicke ist durch die GFM bereits erledigt), kann dies

nur durch die Anwendung von RS geschehen. Dann muss im Fall (1) entweder Avu oder Avu und jeweils v

oder Vv bereits in £ gewesen sein. In beiden Féllen miisste aber wegen R5 auch u bereits in X sein, sodass die

Hinzufligung von u nach dem oben beschriebenen Vorgang nicht zuldssig (bzw. schon gar nicht ndtig) wére.

Im Fall (2) miissten wiederum sowohl Avu als auch Avu in X sein, woraus man wegen R6 Auu und sodann

wegen R2 u ableitet. Dann wire wieder die Hinzufiligung von u nicht zuléssig.
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4. Die GFM in der Rechtswissenschaft

Wie eingangs erwahnt wurde, betonen die Entwickler der GFM wiederholt, dass sie (insbesondere in ihrer
préadikatenlogischen Fassung, wobei aber selbstverstindlich kein Entscheidungsverfahren geliefert wird) ein
fiir juristische Zwecke besonders geeignetes syntaktisches Verfahren darstellt. Tatsdchlich werden mehrere
Beispiele geliefert, wie die GFM fiir die Losung von echten Rechtsfillen bzw. fiir die Priifung juristischer
Argumente angewendet werden konnte [ TAMMELO/KLINGER 1974, 355fF.; TAMMELO/TEBALDESCHI 1976, 421F.;
KoLBock 1977; TaMMELO 1978a, 106ff.; SCHREINER 1981, 146ff.]. Dabei werden Fakten und Argumente
zundchst in Natursprache beschrieben und sodann in logische Formeln iibersetzt (mit der Anfithrung eines
Glossars). Anschlieend wird mit der GFM gepriift, ob die Annahmen widerspruchsfrei sind (sog. Gediegen-
heitsnachweis) bzw. ob die Konklusion aus den Priamissen folgt. Diese Priifung konnte indessen nicht nur
durch die GFM, sondern durch ein jedes addquate syntaktische Verfahren erfolgen. Selbst TAMMELO wendet
andere Methoden, etwa die sog. Kurzweg-Tabularmethode auf Rechtsfille an [TAMMELO 1978a, 94ff.]. Warum
sollte dann die GFM fiir das Rechtsdenken besonders geeignet sein? Thre Entwickler scheinen drei Griinde
zu nennen: (1) die klammerfreie polnische Notation, weil sie vor allem lingere Ausdriicke erheblich verein-
facht [TAMMELO 1974, 384], (2) die intuitive Ubersichtlichkeit der GFM-Regeln [TammELO 1978a, 55], (3) die
Effizienz bzw. die Schnelligkeit der Beweisfilhrung [TAMMELO/KLINGER 1974, 349], die nahezu maschinell
erfolgt [MORSCHER 1978, 111; SCHREINER 1984, 17f.]. Inwiefern diese Griinde iiberzeugend sind bzw. ob und
inwiefern sie auch heute noch gelten diirften, ist fraglich: In Anbetracht der Moglichkeit, moderne, in digita-
len Rechnern laufende SAT-Solver-Algorithmen fiir die Priifung logischer Ausdriicke einzusetzen, scheinen
die GFM und ihre Vorteile allenfalls nur wissenschaftshistorischen Wert zu haben.

Aber der Sinn der Rechtslogik geht weit tiber die je nach Standpunkt als utopische oder dystopische ange-
sehene Bestrebung hinaus, Rechtsfille durch symbolische Berechnungen zu 16sen. Vielmehr dient sie dazu,
die juristische Denk- und Argumentationsweise zu begreifen, zu verschérfen und sogar weiterzuentwickeln
[MorscHER 1978, 112f.]. Die Auseinandersetzung mit rechtslogischen Methoden — und die GFM ist eine
aus dem Kern der rechtslogischen Praxis entstandene Methode — kann auch fiir die Grundlagenforschung
in der Rechtsinformatik wegweisend sein. Man betrachte etwa die Form, wie Fille durch die GFM gel6st
werden: Die eigentliche Beweisfiihrung hat nichts mehr mit juristischem Denken zu tun, sondern erfolgt rein
maschinell. Nimmt man die Geltung der klassischen Logik fiir die juristische Argumentation an, so hdngt die
juristische Richtigkeit des Ganzen ausschlieSlich davon ab, ob und wie gut die Fakten und die Normen in
logische Sprache iibersetzt wurden. Dementsprechend haben sich auch TAMMELO und andere Rechtslogiker
intensiv mit den Herausforderungen bei der Formalisierung des Rechts auseinandergesetzt [KLINGER 1971;
REISINGER 1975; TAMMELO 1978a, 71ff.]. Dem Prinzip nach ist das nicht anders, als wenn man versuchen
wiirde, die Rechtsprechung zu automatisieren. Daher erscheint die Mutmafung nicht unberechtigt, dass sich
manche Lésungen fiir aktuelle und vielleicht sogar fiir zukiinftige Forschungsfragen der Rechtsinformatik in
den bereits erzielten Ergebnissen der Rechtslogik verstecken diirften.

Danksagung: Dieser Beitrag entstand im Rahmen des durch das BMWK geforderten Projekts ,,KI-Wissen —
Automotive Al powered by Knowledge*. Der Autor bedankt sich beim Konsortium fiir die Zusammenarbeit.
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